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5. Séries trigonométriques de Fourier

Exercice 1. Montrer que les fonctions

fm : x ∈ [a, b] 7→ 1√
b− a

e
2iπmx
b−a (m ∈ Z)

constituent une suite orthonormée dans l'espace L2([a, b]) (avec a, b ∈ R, a < b).

Exercice 2. (a) Développer en série trigonométrique de Fourier dans L2([0, 2π]) la fonction f donnée
par f(x) = ex.

(b) En déduire la somme des séries

+∞∑
m=0

1

m2 + 1
et

+∞∑
m=0

(−1)m

m2 + 1
.

Exercice 3. On donne la fonction f dé�nie sur R par

f(x) =

 −1 si x ∈ ]− π, 0[
1 si x ∈ ]0, π[
0 sinon

.

(a) Déterminer le développement en série trigonométrique de Fourier de f dans L2([−π, π]).
(b) En déduire la somme des séries

+∞∑
m=0

(−1)m

2m+ 1
,

+∞∑
m=0

1

(2m+ 1)2
et

+∞∑
m=0

1

m2
.

Exercice 4. Développer en série trigonométrique de Fourier dans L2([−1, 0]) la fonction f dé�nie par
f(x) = sin2(πx).

Exercice 5. Soit f la fonction d'une variable réelle dé�nie par f(x) = x2 sur [−π, π].
(a) Si possible, développer f en série trigonométrique de Fourier dans L2([−π, π]).
(b) En déduire la somme des séries

+∞∑
m=1

(−1)m

m2
et

+∞∑
m=1

1

m4
.
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